2.4 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli 53

Ejercicios 2.3.1 Ecuaciones diferenciales lineales. Soluciones en la pagina 458
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

1. y'+ 100y = 0. 11. xy’ =2y + x2.

2. x"—10x = 0. 12. y'cosx + ysenx —1=0.

3.2z —xz=0. 13. x2y’ 4+ 2xy = x — L.

4. xy’—10y =0. 14. (y —Dx' —x = y(y — )2

5. (500 —1)s’ + 45 = 0. 15. xey’ + (x + De¥y = 1.

6. (100 + 31)A’ + A = 10. 16. y2dx + Gy — dy¥)dy = 0.

7. "+ (cotx)y =2cscx, cony (%) =1L 17. (x2 4+ 1)dy = (x> —2xy + x)dx, con y(1) = 1.

8. (x + 5)% +10y = 10@2x + 5), con y(0) =0. 18- (2 + Ddx = (1 +xy)dy, conx(1) =0.

19. y’cosx + ysenx —cos> x = 0, con y(0) = —1.

d
9. (x2 + 1)—y + 3xy = 6x.
dx 20. Ly’ + Ry = Esenwx, con y(0) =0,

10. xy’ 4+ (2x —3)y = 4x*. donde L, R, E & w son constantes positivas.

2.4 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli
e Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden de la forma

ap(x)y’ +a1(x)y = f(x)y", conr #0,1.

se denomina ecuacion diferencial de Bernoulli.

Es claro que sir = 0, entonces tenemos una ecuacién diferencial lineal

ao(x)y’ +ai(x)y = f(x)y° = ao(x)y’ +ai(x)y = f(x).

También si r = 1, entonces tenemos una ecuacién diferencial lineal
ap(x)y’ +ai(x)y = f(x)y = ao(x)y’ +ar1(x)y — f(x)y =0 =
= ao(x)y' + [a1(x) = f()]y =0 =
= ao(x)y’ +h(x)y =0.
Ejemplo 2.4.1 Las siguientes ecuaciones diferenciales son de Bernoulli:
4 1 2,,—1
1. 2y"+ —y =x*y~ ", donde r = —1.
X
2.y —2xy = x3y%; donde r = 5.

1 1
3. xy'+x°y = xy2;donde r = 3

4. 593 dx — y?(=2x + y2x*dy = 0.
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Y En el caso de esta tltima ecuacién diferencial, haciendo un poco de algebra se puede llegar a una
ecuacién de Bernoulli:

d
593dx — y*(—2x + y2x*)dy =0 = 5y3£ —y(2x+y2xH =0 =

dx dx
=5y = = y2(=2x + y*xh) = 5y - = 2y%x + y*x* =
dy dy

dx

+2y%x = y*x*,
dy

= 5y3

que es una ecuacioén diferencial de Bernoulli para x en funcién de y, con r = 4.

2.4.1 Resolucion de la ecuacion diferencial de Bernoulli

e Una ecuacion diferencial de Bernoulli:

ao(x)y’ + ar(x)y = f(x)y", conr #0,1,
se puede convertir en una ecuacién diferencial lineal realizando el siguiente procedimiento:

1. Si se multiplica la ED por y~™" se obtiene:
ao(x)y™"y +arx)y' " = f(x). 27)
2. Dado que se busca una ED lineal, esto nos sugiere el cambio de variable:
u=y". (2.8)
3. Derivando con respecto a x:

i
u' = —
dx

- - 1 -
A O N = 1_ru’=y’y’. (2.9)

Sustituyendo en (2.7) las dos condiciones anteriores (2.8) y (2.9), obtenemos:

%u’ +a1(x)u = f(x).

Esta ultima expresién es una ecuacién diferencial lineal para u en funcién de x. (La variable
dependiente en este caso es u.)

4. Esta ecuacién diferencial se resuelve con el método de la seccién anterior. Posteriormente se
reemplaza en la solucién general obtenida la variable u usando u = y!™"; obtenemos asi la
solucion general de la ED original.

1
Ejemplo 2.4.2 Resolver laED 2y’ + —y = x2y~L.
X
¥ Enesta ED de Bernoulli se tiene que r = —1. Multiplicando por y ™" =y~ = y:
p 1 2 -1 / 1, 2
y |2y +;y = (xy )y:>2yy+;y =x". (2.10)

Haciendo el cambio de variable:

u=yl=" = yl=CD = 2
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Derivando con respecto a x:

d
/ 2 /

= —y =2 .

dx yy
Utilizando las dos condiciones anteriores en (2.10), obtenemos:
/ 1 2
u'+ —u=x°. (2.11)
X

Esta tiltima expresién es una ecuacién diferencial lineal (para u en funcién de x) cuyo proceso de resolucién
se presenta a continuacion:

1
Se tiene que p(x) = —. Calculando un factor integrante p(x):
X

:efp(x)dx:ef%dx Inx _

X.

0 = pn=e

Multiplicando por p la ecuacién diferencial (2.11) y aplicando la igualdad conocida:
x(u’ + lu) =x> = (xu) =x3.
x
Integrando:

1 1
/(xu)’dxz/x3dx = xu+C1=Zx4+C2 = xu=1x4+C.

Despejando u y sustituyendo por y?, se obtiene:

Esta tltima expresién es la solucion general de la ecuacién diferencial de Bernoulli.

O
Ejemplo 2.4.3 Resolver la ecuacion diferencial y’ —2xy = x3y5.
¥ Se tiene una ED de Bernoulli con r = 5. Multiplicando por y™" = y~>:
Y = 2xy) = (YT =y 2y =00 (2.12)
Haciendo el cambio de variable:
—4
u=y .
Derivando con respecto a x:
d 1
u' = —yt=—4y7y = —u' =yy’.
pts Y7y =Yy
Utilizando las dos condiciones anteriores en (2.12), obtenemos:
1
—u' —2xu = x3.
Hemos obtenido una ecuacién diferencial lineal, la cual se resuelve a continuacion.
Multiplicando por —4 para normalizar:
u' + 8xu = —4x3. (2.13)

Se tiene que p(x) = 8x. Calculamos un factor integrante p(x):

po=elP@dx o oS 8xdx — 4%
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Multiplicamos por p la ecuacion diferencial (2.13) lineal y aplicamos la igualdad conocida:
et (' + 8xu) = —dx3e ax? (o422, ) — 4y 3ot

Integrando:

/ (o43%y) dx = /—4)6364)“2 dx . (2.14)
Resolvemos la integral del lado derecho aplicando integracién por partes.
1
/—4x3e4x dx = —= /xze“ 8xdx=
\ u=x? = du=2xdx;
1
—E(uv — vdu) = (xze4x — [ e*2x dx) = dv = e*8xdx = v =,
1
=—c (xze 4x28x dx) =
2
U 24 2 _
=—=| x%** +C =
2
2 1 5 1
=t (-2 —|+Cs.
( Zx + 8) 2
Sustituyendo en (2.14), obtenemos:
1
U4 O = e4x2(—lx2 + l) 1 = ey = et (—lx2 + —) +C.
2 8 2 8
Despejando u y sustituyendo por y—*
1 2 1 —4x2 —4 ( 1 1) —4x2
u=|-—= — |+ Ce™ = =|—=x?4 =) +Ce™™,
( 2x + 8) y 2x + g
que es la solucién general de la ecuacion diferencial de Bernoulli.
O
Ejemplo 2.4.4 Resolver la ecuacién diferencial xy' + x°y = x y%
1
¥V Para esta ecuacion de Bernoulli se tiene que r = ~ Multlphcando todo por y™" =y 3
YRy + xSy) = (xsy%)y‘% = xyyE 4yl = (215)
Realizando el cambio de variable:
u = yl_r = yl_% = y%
Derivando con respecto a x:
I = iy% = ly_%y/ = Zu/ = y_%y/
dx 2 '
Utilizando las dos condiciones anteriores en (2.15), obtenemos:
2xu’ + x°u = x°,
que es una ecuacion diferencial lineal. Para hallar la solucién, dividimos entre 2x para normalizar:
1 1
u' 4+ —x*u = §x4. (2.16)

2
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1
Encontramos que p(x) = Ex“. Calculamos un factor integrante i (x):

1.5 1 1051 ’ 1 1.5
L — 4 1 10 4
eT0* (u/+ §x4u) = eT0X — x4 = (eWXSM) = Eelox x4,

Integrando:

1
/(e%xSM)/dx = E/e%xSx4 dx. (2.17)

Resolviendo la integral del lado derecho por sustitucion:

1 1
t=—x" =>dt=|(- 4)dx.
l/e'l_o)ﬁxztabc: 10 (Zx
2
151
= 0% _ x4 dx=
/6‘ ZX X

=/e'dt=e'=ell_0x5+C.

Sustituyendo en (2.17):

1.5 1.5
e10¥ y = 10X 4+ C.

Despejando u y sustituyendo por y 2, obtenemos:

1.5

u=1+Ce 0% = y%=1+Ce_Wx,

que es la solucién general de la ecuacion diferencial dada.

Ejemplo 2.4.5 Resolver la ecuacion diferencial 5y3 dx — y*(=2x + y?>x*)dy = 0.

Y Como vimos anteriormente [ejemplo 2.4.1, pagina (53)], considerando a y como la variable indepen-
diente, podemos transformar la ecuacién diferencial en

dx

53
ydy

+ 2y2x = y4x4,

que es una ecuacioén diferencial de Bernoulli para x en funcién de y, con r = 4.

Multiplicamos por x™" = x~*:

d d
x_4(5y3£ +2y%x) = *xhHx Tt = 5y3£x_4 +2y2x73 = y*. (2.18)

Realizando el cambio de variable:

Derivando con respecto a y:
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Aplicando las dos tltimas condiciones en (2.18), se obtiene:
5.3, 2y = 4
3)’ u +2y'u=y".

que es una ecuacion diferencial lineal, para u en funcién de y, cuya solucién buscamos.

5
Ahora se divide entre ~3 y3, para normalizar la ED
6(1 3
u’——(—)u:——y. (2.19)

6(1
Se tiene que p(y) = ~3 (;) Calculamos un factor integrante p(y):

_61 _6 1 6 6
J=5ydy SIydy:e_sh”’:y_s‘

uzefp(y)dyiuze —e

Multiplicando por u la ecuacién diferencial lineal (2.19) y aplicando la igualdad conocida:

_g u’—E-lu = _g _§ = ( _¢ )/——§ _é
y 5% =Yy 5y y s5u) = 5y .

Integrando:
’ 3 § 3
L 4
/(y—%u) dy:——/y 5dy = y su+C =—§yT+C2 =y su=—y5+C
5
Despejando u y sustituyendo por x~2 obtenemos:
3 3
u = —Zyz + Cyg = x7 = —Zyz + Cyg,

que es la solucién general de la ecuacion diferencial de Bernoulli.

Ejercicios 2.4.1 Ecuaciones diferenciales de Bernoulli. Soluciones en la pagina 459
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

Ly +y=xy%. 9.y +xy =xy*.
2.y =3y =xy4. 10. y' = x2y = x2y~*
/I _ — 3 d
3. x'—3x =1x3. 11. 3(1+x2)d—y=2xy(y3—1)~
| X
4. x'+-x=x"3. d
5 1222 =2 _ % con y(1) =1
/ ; dx x y
5. 8"+ 7s=rs’.
d
6. r'—=2r =sr71. 15 y%ﬁ+y%:1’ con y(0) =4
_7 1
7.x2y —xy =x""y2 . 14 e™(y" —y) = 2.

N

8. x3y/ +x%y =xTy%. 15. y2dx + (xy —x3)dy =0.





