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2.5 Ecuaciones diferenciales homogéneas

Al tratar con polinomios de mds de una variable, se define el grado de cada término como la suma de los
grados de sus variables.

1. Consideremos la funcién de dos variables x, y:  F(x, y) = 2x2y — xy? + 4y3.

Observamos que:

a. Todos los términos tienen el mismo grado 3.

b. Si multiplicamos ambas variables por el mismo factor ¢ es posible factorizar 73, es decir:

F(tx,ty) = 2(tx)2(ty) — (tx)(ty)2 + 4(ty)3 = 2t3x2y - t3xy2 + 4t3y3 = t3(2x2y - xy2 + 4y3) =
=13F(x,y).

c. Es posible factorizar x3:
2 2 3 3 y )2 \? 3 Y
Fx,y)=2x"y —xy"+4y” =x 2(—)—(—) +4(—) :xF(l,—).
x x x x
d. Es posible factorizar y3:

2
F(x,y) =2x%y —xy? +4y* = y° [2 (%) - (%) e

—y3F (f, 1) .
y

1
2. Sea ahora la funcién de dos variables x, y: G(x,y) = ¢/2x2y —xy? + 4y3 = (2x2y —xy? + 4y3)3.

Observamos que:

a. Los términos del polinomio dentro de la raiz ciibica tienen el mismo grado 3.

b. Si multiplicamos ambas variables por el mismo factor ¢ es posible factorizar ¢, es decir:

G(tx,ty) = V/2(tx)2(ty) — (1x)(1y)? + 4(1y)3 = /263x2y — t3xy2 + 413y3 =
= V32x2y —xy? +4y3) = V13 Y/2x2y —xy? + 4y3 =
=1G(x,y).

c. Es posible factorizar x:

oo = VT = 0 o (2)- G 1 ()] = (o () - ()46
w6 (12).

d. Es posible factorizar y:

2
G(x.y) = v/2x2y — xy* + 4y3 = 2| 3 [2 (£> - (5> +4

y
X
=yG (—,1) .
y

La siguiente definicién generaliza las propiedades antes referidas:

e Una funcion F(x,y) es una funcién homogénea de grado n si se cumple alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:
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1. F(tx,ty) =t"F(x,y).
2. F(x,y) = x"F (1,X).
X
X
3. F(x,y) =y"F (;,1).

De acuerdo a esta definicion tenemos que:
La funcién F(x,y) = 2x%y —xy? + 4y3 es homogénea de grado 3.

La funcién G(x, y) = 3/2x2y — xy2 + 4y3 es homogénea de grado 1.

Para demostrar que una funcién de dos variables es homogénea de grado n sé6lo es necesario demostrar
una de las condiciones anteriores. Se acostumbra demostrar la primera condicién.

Ejemplo 2.5.1 Comprobar que la funcién H(x,y) = {/x? + xy sea homogénea.

v

H(tx,1y) = ¥/ (x)? + (tx)(ty) = V12x2 + 12xy = J12(x2 + xy) = V12/x2 + xy =
=3 Yx24xy = I%H(x,y).

2
Vemos que H(x, y) es una funcién homogénea de dos variables de grado n = 3

O
x2 33
Ejemplo 2.5.2 Verificar que la funcién K(x,y) = cos (F) + sen (x_3> sea homogénea de grado 0.
v
(tx)z] [(ty)3 ] 7#x° 7y’
K(tx,ty) = cos + sen =Cos| —— | +sen| —— | =
(1) [(ty)2 (tx)3 #y? Ax3
¥2 y3 .
=cos| — | +sen| = | =K(x,y) =1 K(x,y).
y x
O

Ejemplo 2.5.3 Comprobar que D(x,y) = x + y — 1 no es una funcién homogénea.
¥ Vamos a suponer que D(x, y) es homogénea, es decir, que cumple con:
D(tx,ty) =t"D(x,y) paratodot,x & y € Ry paraalginn .

Estamos suponiendo entonces que
tx +ty—1=t"(x+y—1).

Evaluando de manera arbitrariaen x =1, y = 2:
3t—1=2".
Evaluando parat = 0:
—-1=0.

El resultado anterior proporciona una contradiccién. Por lo que tiene que ser falso lo que hemos supuesto.
Se concluye entonces que D(x, y) no es homogénea.
O
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e La ecuacién diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0.

es homogénea si ambas funciones M(x, y) y N(x, y) son homogéneas del mismo grado n.

Ejemplo 2.5.4 Verificar que la ecuacion diferencial (x — y) dx + (=2x + y) dy = 0 sea homogénea de grado 1.

A\
M(x,y) = x — y es una funcién homogénea de grado 1.

N(x,y) = —2x + y es una funcién homogénea de grado 1.
Ambas funciones son homogéneas del mismo grado.

Por lo tanto la ecuacién diferencial es homogénea.

Ejemplo 2.5.5 Comprobar que la ecuacién diferencial (x — y) dx + (—2x + y + 7) dy = 0 no es homogénea.

A\
M(x,y) = x — y es una funcién homogénea de grado 1.

N(x,y) = —=2x + y + 7 no es una funcién homogénea.
Sélo una de las funciones M(x, y) & N(x, y) es homogénea.

Por lo tanto la ecuacién diferencial no es homogénea.

Ejemplo 2.5.6 Determinar si la siguiente ecuacion diferencial (x — y) dx + (x? — 3xy) dy = 0 es homogénea.

V¥ En este caso:
M(x,y) = x — y es una funcién homogénea de grado 1.

N(x,y) = x2 — 3xy es una funcién homogénea de grado 2.
Ambas funciones son homogéneas pero de grado diferente.

Por lo tanto la ecuacién diferencial no es homogénea.

2,51 Resolucién de ecuaciones diferenciales homogéneas
Presentamos dos procedimientos para resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0.

Ambos procedimientos consisten en un conjunto de pasos para obtener una ecuacién diferencial de varia-
bles separables.

d
e Primer procedimiento. Considerando que la variable independiente es x, se despeja ﬁ:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 = N(x,y)dy = —M(x,y)dx =

dy _  Mx.y).
dx N(x,y)’

donde N(x,y) #0.
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Puesto que ambas funciones M(x, y), N(x, y) son homogéneas del mismo grado n, podemos factorizar
x" (la variable independiente es x) en el numerador y en el denominador:
Y Y
A{(L—) A{(L—)
dy e X

=— xZ (2.20)

A () TR

Hacemos el cambio de variable u = %, y despejamos y:

u =

2 = y=ux.
x

Derivamos con respecto a x:

dy d d
I E(ux) = ua(x) +x

du v
PP

Sustituimos en (2.20):

du M(1,u) N du M(1,u)
— = X—=— —u
dx N(,u) dx N(1,u)

Por depender sélo de la nueva variable u, el miembro derecho de la ecuacién diferencial, se puede

u-—+x

, Md,u) ,
considerar como — N u = k(u) y obtenemos:
du
— =k(u).
X (n)

Esta es ya una ecuacién diferencial de variables separables.

du dx
kw) x
Para obtener la solucion de esta ecuacién diferencial se integran ambos miembros de la expresion.
. . y . . s ‘s . .
Posteriormente se sustituye ¥ = = y se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial ho-

mogénea original M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0, considerando a x como variable independiente.

Ejemplo 2.5.7 Resolver la ecuacién diferencial (x — y)dx + (x + y)dy = 0.

d
¥V Primero se despeja £ considerando que la variable independiente es x:

dx

x—y)dx+x+y)dy=0=>x+y)dy =—(x—y)dx =

d —(x — —
LAy =y y-x
dx x+y y+x

Se factoriza x, la variable independiente, tanto del numerador como del denominador:

x(X—Q Y

dy y—X X X
@y _ - - , 2.21)
dx y+x X(X+1) Y

x x

Se efecttia el cambio de variable u = X, posteriormente se despeja y:
x

u =

- = y=ux.
x
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Derivando con respecto a x:

dy d du
a—a(”X)—M-’-Xa
Sustituyendo en (2.21):
N du u-—1 N du u-—1 u—1)—um+1)
u X— = X— = —u = =
dx u-+1 dx u-+1 u+1
_u—l—uz—u_—l—uz_—(u2+l)_ u? +1
u+1 T ou+1 0 u+1 w417
De esta manera se obtiene:
du u? +1
X— = — .
dx u+1
Separando variables:
u—+1 1
———du=——dx.
u?z +1 " X o
Integrando:
/u+1d /ld:>/udu+/du dx:>
_— u = — —ax = — —_—
u? +1 X u? +1 u?z +1 X

1 1
= Eln(u2 + 1) +arctanu +C; = —Inx + C, = Eln(u2 + 1) + arctanu = —Inx + C;

utilizando u = X, se obtiene:
x

1 2
—In y—+1 +arctan(z)=—lnx+C,
2 x2 X

que es la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea dada y que puede ser expresada
como y
In(x? + y?) + 2arctan (—) =C.
x

d
e Segundo procedimiento. Considerando que la variable independiente es y, se despeja d—x:
y
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 = M(x,y)dx = —=N(x,y)dy =
dx _ N(x.y)
dy  M(x.y)

Puesto que ambas funciones M(x, y), N(x, y) son homogéneas del mismo grado n, se puede factorizar
»" (la variable independiente es y) en el numerador y en el denominador:

dx _ _’V/N (% 1) _ _N (g 1) . (2.22)
"o ()

Se hace el cambio de variable 1 = - ; luego se despeja x:
y

X
U=— = x=uy.
y
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Derivando con respecto a y:

dy dy = dyy ydy_ ydy‘
Sustituimos en (2.22):
du N(u,1) du N(u,1)
Uu+y—= =

dy M) Ydy T My "

Por depender sélo de la nueva variable u el miembro derecho del la ecuacion diferencial, se puede

. Nwl) o
considerar como M) u = h(u) y se obtiene:
du
— =hu).
Yy = hw

Esta tiltima expresién es ya una ecuacién diferencial de variables separables.
du dy
hQ)
Para obtener la solucion de esta ecuacién diferencial se integran ambos miembros de la expresion.
. - X . ‘2 2 .
Posteriormente se utiliza u = — y se obtiene de esta manera la solucién general de la ecuacién diferen-

cial homogénea original M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0, considerando a y como la variable indepen-
diente.

Ejemplo 2.5.8 Resolver la ecuacién diferencial (x — y)dx + (x + y)dy = 0.

¥V Esta ecuacién diferencial se resolvi¢ anteriormente por medio del primer procedimiento.

Considerando que la variable independiente es y, se despeja Z—;:
x—=»dx+(x+y)dy=0=(x—-y)dx =—(x+y)dy =
d_x__x+y_ x+y x+y

dy  x—y —(x-y) y-x

=

Se factoriza y (la variable independiente) tanto del numerador como del denominador:

1+2) 142
d—x—y+x—)/ )y (2.23)
dy y—x x\ ot '
b 1_; y

Se hace el cambio de variable y se despeja x:

U=— = xX=1uy.

y

Derivando con respecto a y:

de _d o du
Se sustituye en (2.23):
du 1+4u du 1+4u A4+uw)—u(l—u) 1+u—u+u> 14+u?
ut+ty—= = —u = = =

= y— = = .
dy 1—u ydy 1 —u 1—u 1—u 1—u
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De esta forma se obtiene una ED de variables separables:

du 1+ u?

ya_ 1—u’

Separando variables e integrando:
I—u

— 1 1—u 1 du udu dy
— —du=—dy = du= [ —dy = - = [ =
Tz ™ ¥y Y /1+u2 ! /y Y /1+u2 /1+u2 y

Calculando las integrales se obtiene:

1 1
arctanu — Eln(l +u?)+C =Iny+ C, = arctanu — Eln(l +u?)=Iny + C;

. X
ahora utilizamosu = —:
y

1 2
arctan (£> —=In <1+ x_2> =Iny+C,
y) 2 y

que es la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea dada y que puede expresarse como

2 arctan (£> —In(x2 +y?) =C.
y

O
Ejemplo 2.5.9 Obtener la solucién general de la siguiente ED  xy’' = \/x2 —y2 + y, con x > 0.
V¥ Considerando a x como la variable independiente, se despeja d—y:
X
dy _ yx2=y* |y
dx x x
Factorizando x (la variable independiente) tanto del numerador como del denominador:
2
Y 2
x2(1- ) Yy
dy ( X2> X2 1— x—2 y
= +== + ==
dx X X X X
2
W15 Ty
= i =ti-(2) +2 =
x x X x x
d 2
- Y (X) + 2 (2.24)
dx X X

Se efecttia el cambio de variable:

de donde, derivando con respecto a x:
dy d dw
Ir = a(xw) =X + w.

Sustituyendo en (2.24):

xi—w+w=«/1—w2+w = xcji—w=~/1—w2.
x x
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Separando variables e integrando
dw dx / dw /dx
—_—— | == = =
V11— w2 X V11— w2 X
= arcsenw + C; =Inx 4+ C, = arcsenw =Inx+C =
= arcsenw = Inx +InC = arcsenw = In(Cx).

Hemos usado C = In C. De donde
w = sen[In(Cx)].

y
Pero w = =, entonces
X

% = sen[In(Cx)] = y = xsen[In(Cx)]
es la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea dada.
O
Ejemplo 2.5.10 Obtener la solucién general dela ED  (x? 4+ xy + 3y?)dx — (x2 + 2xy)dy = 0.
d
V¥ Considerando a x como la variable independiente, se despeja d—y:
X
) ) ) dy  x?+xy+3y?
" 4+2xy)dy =(x"+xy+3y)dx » — = ————"—.
dx x2 4+ 2xy
Factorizando x? (variable independiente) tanto del numerador como del denominador:
2
1+l 43l 1+z+3(z)2
dy X x? X X
o= 5 = 5 (2.25)
X A (1422) 1+2(2)
X X
Efectuando el cambio de variable y derivando con respecto a x:
y y dw
w y =Xxw Ux X Ix + w
Sustituyendo en (2.25):
xd—w+w— 1+ w+ 3w? :>xd_w_ 1+ w + 3w? v 1+ w+3w?—w—2w?
dx 142w dx 142w B 142w
oy dw w2+ 1
dx  2w+1’
Separamos variables e integramos:
2w+ldw—d—x :>/ 2w dw+/ dw__ [ =
w2 + 1 X w2+ 1 w2+1 ) x

= ln(w2 + 1) +arctanw +C; =Inx + C, = ln(w2 + 1) + arctanw = Inx + C.
Perow = X. Entonces:
X

2 2 2
+x
ln<y—2+l>+arctanzzlnx+C :>1n<y 5 )—1nx+arctanX=C =
X X X X

= In(y? +x?)—Inx*> —Inx + arctanX =C = In(x* +y?)—3Inx + arctanX =C =
x x
x2 +y?
X3

= In(x? + y?) —Inx? + arctanX =C = In ( ) + arctanX =C.
X X

Esta tdltima expresion es la solucion general de la ecuacién diferencial homogénea dada.
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Ejemplo 2.5.11 Obtener la solucion general dela ED 3x — 4y + 2x —y)y’' =0.
d
¥V Enesta ED se puede despejar facilmente d—y, es decir, considerar a x como la variable independiente:
x

dy dy 4y —3x
2x —y)— =4y -3 - = .
(2x y)dx Y x:>dx 2x —y

Factorizando x (variable independiente) tanto del numerador como del denominador:

y_H2-)_i()-
CREIOS NG

Efectuando el cambio de variable y derivando con respecto a x:

(2.26)

Y = xu = dy xdu +u
— = U = _— = _— .
X y dx dx
Sustituyendo en (2.26):
du N 4u —3
X— 4+ u = .
dx 2—u
De donde:
du 4u —3 Ay —3 —2u + u? du u? +2u—3
_ = —Uu = —_——=
xdx 2—u 2—u xdx 2—u

Esta tltima expresion es una ED de variables separables. Separando variables se obtiene:

2—u dx
——du= —.
u?2 +2u—3 X

Integrando mediante fracciones parciales el miembro izquierdo de la ecuacién:

—u+2 du—/d—x:—é/du +l/du _/d_x:>
w+3u-1)  J x 4)u+3 4)u—-1 ) x

5 1
= —Zln(u+3)+zln(u—l)+C1=lnx+C2 =

1
= —Zln(u+3)+ Zln(u—l) =Inx+C.
Multiplicando por 4 (y usando C = 4C & C =InC):

—SIn(u +3)+Inw—1)=4lnx+C = Inwu—1)—In(u +3)° =Inx*+1InC =
u—1 u—1
In|l———| =1 4 —_ =Cx*
= n[(u+3)5] n(Cx") = T 3)° Cx* =

=u—1=Cx*@u+3)°.

y
Pero u = =, entonces:
X

5 _ 3 5
Loimext(X43) 5 2 x:cX4(y+_X) N
X X X X

y + 3x)°

:>y—x=Cx5( 5 = y—x=C(y+3x)°;

que es la solucién general de la ecuacion diferencial dada.
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dy Y+x cos? (X) -
Ejemplo 2.5.12 Obtener la solucién general del PVI Yl ——X cony(l) = T
x x

¥ Separando en dos fracciones:

]

Realizando el cambio de variable y derivando con respecto a x:

Sustituyendo en (2.27) y simplificando, se obtiene:

w 5 dw 5
X— +WwW=w-+Ccos"w = x— = Cos" w,

dx dx
que es una ED de variables separables. Separando variables e integrando:
dw  dx

dx
> = seczwdwz/—:tanwzlnx+C.
cosZ w X X

y
Pero w = =, entonces:
X

tan (X) =Inx+C.
X
Considerando la condicién inicial y(1) = %, tenemos:
tan(%) =Inl1+C = C=1, yaque tan(%) =1,
por lo tanto:

Y =Inx+1=Inx+Ine =In(ex) =
X

N——

=

=<

= arctan[In(ex)] = y = x arctan[In(ex)],

que es la solucién de la ED con la condicién y(1) = %

Ejemplo 2.5.13 Obtener la solucién general del PVI  ydx + x(Inx —Iny —1)dy = 0; con y(1) =e.

¥ Vamos a resolver este PVI por dos procedimientos:

d
1. Considerando a x como la variable independiente, se despeja ﬁ:
dy )

Inx —Iny—1dy = — dx ‘
x(nx—Iny—Ddy =-ydx = = x(Inx —Iny—1)

Factorizando x tanto del numerador como del numerador:

Y Y Y Y

dy _ x _ x N dy _  x  _ _ x
dx Iny+1l-Inx Iny+Ine—Inx dx ln(ez) ln(ez)
x x

Haciendo el cambio de variable y derivando con respecto a x:

y dy du
—=U = y=XU > — =X— +U.
X dx dx

(2.27)

(2.28)
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Sustituyendo en (2.28):
du N u u N du u Uu—u—ulnu
_ == ——- X—=-——————-"U;yy =
xdx Ineu 1+Inu dx 1+ Inu 1+Inu
du ulnu
j —_—

xa__l+lnu‘

Esta tiltima expresién es una ED de variable separables. Separando variables e integrando:

1+lnud —d—x:>/ du d—uz—/d—x:>1n(lnu)+lnu=—lnx+c:>
X

ulnu ulnu u

= In(lnu) + Inu + Inx =C = In(xulnu) =C.

y
Pero u = =, entonces:
X

In [x%m(%)] —C=In [yln%} =cC.

Considerando la condicién inicial y(1) = e:

ln[elnﬂzc = C=1.

Por lo que
ln[y lnz} =1= ylnzze,
x x

es la solucién de la ED con y(1) = e.

dx
2. Otro procedimiento es considerar a y como la variable independiente y despejar entonces "
y

ydx =—x(Inx —Iny —1)dy = ax_ ~Z(nx-Iny-1) =
dy y
L ax_ _x [ln (i) _ 1] ‘ (2.29)
dy y y

Considerando que S w, despejando x y derivando con respecto a y:
y

X dx dw
y dy dy

Sustituyendo en la ED (2.29):

d—w+w— wlnw—-1) = d—w——wlnw+w—w:> d—w——wlnw

separamos variables e integramos:

dw__ _dy :/ dw =—/d—y = In(lnw) =-Iny +C = In(lnw)+Iny=C =
wlnw y wlnw y

= In(ylhw)=C = yhw==C.

yln (f> -C.
y

X
Pero w = —, entonces:
y
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Considerando la condicién inicial y(1) = e:

1
C=cln (—) =e(lnl—Ine)=e(0—-1)=— = C = —e.
e

yIn (£> = —e.
y

Por lo tanto, la solucién del PVI es

O
Ejercicios 2.5.1 Ecuaciones diferenciales homogéneas. Soluciones en la pdgina 459
Resolver las siguiente ecuaciones diferenciales.
1. xdx+ (y —2x)dy =0. 11. (x2 —8xy —4y?)dy = (x2 +2xy —4y?)dx .
- - = d
2.( t+r)dt+(7t 4r)dr—0. 12. xy2ﬁ=y3—x3; cony(1)=2.
3. 2x — - =0.
2x —y)dx + (-3x +5y)dy =0 / y y
13. xy'arctan (—) + x = y arctan (—) .
4. xydx + (x2—y?)dy =0. x x
14. ydx+x(Inx —Iny—1)dy =0, con y(1) =e.
d y y y y
5.xﬁ— =4/x2+ y2. J .
15. yx(—x) +y%e v =x2.
L 1 (f X) dy
Cdx 2\y X))’ 16. xy’(ny —Inx)+x = y(ny —Inx) .
7. xydy = (y* —xy + x?)dx . 17. (x —y)dy = (x + y)dx, con y(—1) =0.

2 2.,/ — Y
8 % +y9y +xy=0. 18. xy’ + xex =y, cony(l) =0.

2 — (4+2
9. (r" +3xy)dx = (4x" + xy)dy . 19. (x +3y)dy = (x —y)dx, cony(l) =0.

y Y
10. XY/SGIIZ(;) =x+ ysen2<;) . 20. ydx = x(Inx —Iny)dy, conx(1) =1.

2.6 Ecuaciones diferenciales exactas

Antes de abordar este tema, sugerimos al lector revise la tltima secciéon de este capitulo, la cual trata sobre
algunos conocimientos bdsicos y necesarios del calculo de varias variables. Ahi se define la diferencial
exacta o total de una funcién de dos variables f(x, y) de la siguiente manera:

dfzydx+%dy.
ax ay

Comenzamos entonces con una definicién bésica.

e Una expresién M(x, y)dx + N(x, y) dy = 0 es una ecuacién diferencial exacta si cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes:

1. M(x,y)dx + N(x,y)dy es la diferencial exacta de una funcién f.

2. Existe una funcién f(x, y) tal que df = g—f dx + g—f dy = M(x,y)dx + N(x,y)dy.
x y
. . af af
3. Existe una funcién f(x, y) talque -—— = M(x,y) & —— = N(x,y).

ox ay





